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Correction des exercices du rappel de cours

EXERCICE 1.2.

1.
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EXERCICE 1.3 (Etude de suites). Pour tout n € N*, on note I,, = f (In(1+ 0)"dzt.
0

1. Tl suffit d’étudier le signe de la fonction a intégrer ¢ — In(1 + £)” sur [0; 1].
OrpourtoutneN*, Vte[0;1], 1+t=1 = In(1+H)=0 = InQ+n"=0.

1
Ainsi par positivité de l’intégralef InQ+n"dt=0douVneN*, I,=0.
0

2. Pour étudier la monotonie de la suite (1) ,en On étudie le signe de la différence 1,11 — I;,.

1 1
Ine1— Iy foln(1+t)"+1dt—f0 In(1+ 0"dt
1

/ (In(1 + H" —1In(1 + n")dt parlinéarité de I'intégrale

0
1
In1+n"(n(1+1-1)dt
0

Etudions maintenant le signe de la fonction a intégrer ¢ — In(1 + )" (In(1 + #) — 1) sur [0; 1].
D’apres ce qui précede, le signe dépend uniquement du signe In(1 + ¢) — 1.
Or

Inl+1)-1<0 < 1+t<se <= t<e—1=1,7 cequiesttoujoursvraisurlintervalle [0;1]
Onendéduitque VrneN*, Vre[0;1] In(1+5)"(n(1+75)—-1)<0.
1
Ainsi par positivité de l’intégrale[ InQ+0"(In(1+81-1)dt<0douVneN*, I,.1-1,<0.
0
Ccl : La suite () ,en+ €st décroissante.
3. La suite (I)en étant décroissante et minorée (par 0) elle converge en vertu du théoréeme de convergence

monotone.

L
EXERCICE 1.4 (Etude de séries). Pour n € N*, on note S;, = Z T la somme partielle de la série harmonique.
k=1
1. Par décroissance de la fonction ¢ — %, Vk=z=1,Vtelk k+1], ﬁ < % < % Ainsi par croissance de I'intégrale :

k+1 1 k+1 1 k+1 1 1 k+1 1 1
Vk;l,f —dts[ —dtsf —dt. D’oﬁlerésultat:Vk;l,—s[ —dt<—.
o k+1 kKt r k k+1 k t k

—_1
T k+1

2. Soit n € N*. En sommant ces encadrements pour k allant de 1an, ona:

Yo 3 > 2
< —dt < —.
=1 k+1 =1Jk L =1 k

— ——— R_,_z

n1
:f ;dt par Chasles
1

ni
D’ou1le résultat: Vn e N*, Sn>/ ;dt.
1



n
3. Comme[ —dt= [ln(t)]1 =In(n) —In(1) =1n(n).
Le résultat precedent nous donne: Vn e N*, =1n(n)

EXERCICE 1.5. En reprenant la définition de I, de I'exercice précédent, calculer I;.

1
f In(1+8)dt
0

1
1+¢

v =1 >v=1+¢

{uzln(1+t) > u=
On pose

Les fonctions u et v sont de classe € sur [0;1] donc par IPP:

1
I f In(1 + Hdt
0

1 1
1_
[+ 5)In(1 + )] fo A+0x——d

21n2—11n1—[ ldt
0
2ln2-1

x 1
EXERCICE 1.6. Soit F la fonction définie pour tout x > 1 par F(x) = f ﬁd L.
2 1In

1. La fonction f: t — est continue sur ]1; +oo[, donc d’apres le théoréme fondamental de 'intégration la

X

1
fonction F: x — o d t est la primitive de f sur ]1;+oo[ s’annulant en 2.
2

En d’autres termes F’ f sur 11;+oo[ et F(2) = 0. Par ailleurs par continuité de la fonction f la fonction
F est donc de classe € sur ]1; +ool.

1
In(?)

1
D’apres ce qui précede: Vx>1, F'(x)= e or x > 1 implique In(x) > 0 et donc F'(x) > 0.
nx

Ccl: |F:x~— f —dt est une fonction strictement croissante sur ]1; +ool.

2. Comme F(2) =0 et que F est croissante sur ]1; +oo[ on en déduit que :

X 1 2 +00

signe
de F(x)

3. En utilisant que pour tout ¢ > 1: Int<t-1:
(a) Soit x=2.
Pour tout f € [2, x] € [1;4+00[, on aln(?) < t —1donc f(¢) = [T11

X

X 1
Ainsi par croissance de I'intégrale en intégrantde2 a x (x=2),ona: F(x) = f fdet= f ﬁd t.
2 2 [—

X
Orf %dt: (n(z-1)]; =In(x-1) - In(1) =In(x - 1).
y f—

Cel:|Vx>2: F(x)=zIn(x-1]

Ona lim In(x— 1) = +oo donc par comparaison de limites on en déduit| lim F(x)=
X—+00 X—+oo

(b) Soitl<x<2: F(x)<In(x-1).
Pour tout ¢ € [x,2] c [1;4+00[, on aln(?) < t —1 donc f(¢) = tT11
2 2 1
Ainsi par croissance de P'intégrale en intégrantde xa2 (2= x),ona: | f(f)dt= [ t_ld r.
X X -
Or

2 X
f f(t)dt:—f fdt=—-F(x)
X 2

21 1
et[ —dtr=-% t—dt——ln(x 1).

On obtient donc —F(x) = —In(x—1) etdonc F(x) <In(x—1).
Cel:|Vi<x<2: F(@<n(x-1)]|
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Ona linll In(x — 1) = —oo donc par comparaison de limites on en déduit linll F(x)=-o0|.
x—1* o1+t

(c) D’apres les questions précédentes on en déduit le tableau de variation de F :

X 1 +00
signe
g/ "
de F'(x)
.. +00
variations /
de F
—00

*1
Remarque : on pourrait en conclure que F: x — f ﬁd t réalise une bijection de ]1; +oo[ sur R !
2 1n

x? 1
4. Soit G la fonction définie pour tout x > 1 par G(x) = f ﬁdt.
x In

(a) D’apres larelation de Chasles :

X2 1 2 1 X2 1
G(x)=f —dt:[ —dt+f —dt = |Gx)=Fx*-Fx)|
x Int x Int J2 Int )
:—Hx) :1:7662)

(b) G estde classe € sur ]1;+oo[ en tant que différence de fonctions elles mémes de classe 6.
Remarquons que x — F(x?) est de classe 6! par composition de la fonction x — x? et F toutes deux de classe
€.
D’apres la régle de la dérivée d'une composition on a:

2xF'(x%) - F'(x)
= 2xf(x*) - f(x)
_ 2X

G (x)

1
In(x2) ~ In(x)
x__ _1
Zlnﬁx) In(x)
X1

In(x)

On a toujours In(x) > 0 et x —1 > 0 sur ]1;+oco[ d’ot le tableau de variation de G :

X 1 +00

signe
de G'(x)

variations
de G

Remarque : on n'a pas déterminé les limites de G aux bornes et ce serait vraiment difficile sans aide supplé-
mentaire !

+




